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CSR:	  Physical	  Problem	  	  

l  Beam’s	  self-‐interacPon	  due	  to	  CSR	  can	  lead	  to	  a	  host	  of	  
adverse	  effects	  
l  Increase	  in	  energy	  spread	  
l  Emi[ance	  degradaPon	  
l  Longitudinal	  instability	  (micro-‐bunching)	  

	  

l  Being	  able	  to	  quanPtaPvely	  simulate	  CSR	  is	  the	  first	  step	  
toward	  miPgaPng	  its	  adverse	  effects	  
	  

l  It	  is	  vitally	  important	  to	  have	  a	  trustworthy	  2D	  CSR	  code	  
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CSR:	  Computa3onal	  Challenges	  	  
• 	  	  Dynamics	  governed	  by	  the	  Lorentz	  force:	  
	  
	  
	  

• 	   	   	  	  	  :	  	  external	  EM	  fields	  
• 	  	  	  	   	   	  	  	  :	  	  self-‐interacPon	  (CSR)	  
	  
	  
	  
	  
	  
	   } retarded	  	  
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LARGE	  CANCELLATION	  

NUMERICAL	  NOISE	  	  
DUE	  TO	  GRADIENTS	  

ENORMOUS	  COMPUTATIONAL	  	  
AND	  MEMORY	  LOAD	  

ACCURATE	  2D	  INTEGRATION	  



CSR:	  Computa3onal	  Challenges	  	  

l  Our	  new	  code	  solves	  the	  main	  computaPonal	  challenges	  
associated	  with	  the	  numerical	  simulaPon	  of	  CSR	  effects	  
l  Enormous	  computaPonal	  and	  memory	  load	  	  

(storing	  and	  integraPon	  over	  beam’s	  history)	  
Parallel	  implementaPon	  on	  GPU/CPU	  pla_orms	  

l  Large	  cancellaPon	  in	  the	  Lorentz	  force	  
Developed	  high-‐accuracy,	  adapPve	  mulPdimensional	  integrator	  for	  GPUs	  

l  Scaling	  of	  the	  beam	  self-‐interacPon	  
ParPcle-‐in-‐Cell	  (PIC)	  code	  

• 	  Self-‐interacPon	  in	  PIC	  codes	  scales	  as	  grid	  resoluPon	  squared	  
	  	  (Point-‐to-‐point	  codes:	  scales	  as	  number	  of	  macroparPcles	  squared)	  

l  Numerical	  noise	  
Noise	  removal	  using	  wavelets	  

May 4, 2015 CSR Simulations on Multicore Platforms 6



N macroparticles 
at t=tk 

system	  at	  t=tk+∆t	  

Advance	  parPcles	  by	  ∆t	  

Store	  distribuPon	  	  
on	  Nx×Ny	  grid	  

N	  point-‐parPcles	  
at	  t=tk	  

Bin	  parPcles	  on	  	  
Nx×Ny	  grid	  

	  Interpolate	  to	  obtain	  forces	  	  
on	  each	  par2cle	  

 Integrate	  over	  grid	  histories	  to	  
compute	  retarded	  potenPals	  	  
and	  corresponding	  forces	  

on	  the	  Nx×Ny	  grid	  

New	  Code:	  The	  Big	  Picture	  
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NON-‐STANDARD	  FOR	  PIC	  CODES	  



New	  Code:	  Compu3ng	  Retarded	  Poten3als	  	  
•  	  Carry	  out	  integraPon	  over	  history:	  	  
	  	  
	  
	  
• 	  	  Determine	  limits	  of	  integraPon	  in	  lab	  frame:	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

compute	  Rmax	  and	  	  
(θmin

i,	  θmax
i)	  

For	  each	  gridpoint,	  	  
independently,	  
do	  the	  same	  integra3on	  	  
over	  beam’s	  history	  

Obvious	  candidate	  for	  
parallel	  computa3on	  
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• 	  	  Parallel	  computaPon	  on	  GPUs	  
• 	  	  Ideally	  suited	  for	  algorithms	  with	  high	  arithme2c	  opera2on/memory	  access	  ra2o	  
• 	  	  Same	  InstrucPon	  MulPple	  Data	  (SIMD)	  
• 	  	  Several	  types	  of	  memories	  with	  varying	  access	  Pmes	  (global,	  shared,	  registers)	  
• 	  	  Uses	  extension	  to	  exisPng	  programming	  languages	  to	  handle	  new	  architecture	  
• 	  	  GPUs	  have	  many	  smaller	  cores	  (~400-‐500)	  designed	  for	  parallel	  execuPon	  
• 	  	  Avoid	  branching	  and	  communica2on	  between	  computaPonal	  threads	  

CPU	  

GPU	  

Parallel	  Computa3on	  on	  GPUs	  

More	  space	  for	  ALU,	  
less	  for	  cache	  	  
and	  flow	  control	   GPU:	  	  

grid	  !	  blocks	  !	  threads	  

Example:	  NVIDIA	  GeForce	  GTX	  480	  GPU	  has	  448	  cores	  
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Parallel	  Computa3on	  on	  GPUs	  
l  CompuPng	  the	  retarded	  potenPals	  requires	  integraPng	  over	  
the	  enPre	  bunch	  history	  –	  very	  slow!	  Must	  parallelize.	  

	  
l  IntegraPon	  over	  a	  grid	  is	  ideally	  suited	  for	  GPUs	  

l  No	  need	  for	  communicaPon	  between	  gridpoints	  
l  Same	  kernel	  executed	  for	  all	  
l  Can	  remove	  all	  branches	  from	  the	  algorithm	  
	  

l  We	  designed	  a	  new	  adapPve	  mulPdimensional	  integraPon	  
algorithm	  opPmized	  for	  GPUs	  
[Arumugam,	  Godunov,	  Ranjan,	  Terzić	  &	  Zubair	  2013a,b]	  
l  NVIDIA’s	  CUDA	  framework	  (extension	  to	  C++)	  
l  About	  2	  orders	  of	  magnitude	  speedup	  over	  a	  serial	  implementaPon	  
l  Useful	  beyond	  this	  project	  
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Performance	  Comparison:	  CPU	  Vs.	  GPU	  
l  Comparison:	  1	  CPU	  vs.	  1	  GPU;	  	  8	  CPUs	  vs.	  4	  GPUs	  (one	  compute	  node)	  

l  1	  GPU	  over	  50	  x	  faster	  than	  1	  CPU	  
l  Both	  linearly	  scale	  with	  mulPcores:	  4	  GPUs	  25x	  faster	  than	  8	  CPUs	  
l  Hybrid	  CPU/GPU	  implementaPon	  marginally	  be[er	  than	  GPUs	  alone	  
l  ExecuPon	  Pme	  reduces	  as	  the	  number	  of	  point-‐parPcles	  grows	  

l  More	  parPcles,	  less	  numerical	  noise,	  fewer	  funcPon	  evaluaPons	  needed	  
for	  high-‐accuracy	  integraPon	  
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GPU	  Cluster	  Implementa3on	  
l  The	  higher	  the	  resoluPon,	  the	  larger	  the	  fracPon	  of	  Pme	  spent	  
on	  compuPng	  integrals	  (and	  therefore	  the	  speedup)	  	  
l  We	  expect	  the	  scaling	  at	  larger	  resoluPons	  to	  be	  nearly	  linear	  
l  1	  step	  of	  the	  simulaPon	  on	  a	  128x128	  grid	  and	  32	  GPUs:	  ~	  10	  s	  
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Benchmarking	  Against	  Analy3c	  1D	  Results	  
• 	  	  AnalyPc	  steady	  state	  soluPon	  available	  for	  a	  rigid	  line	  Gaussian	  bunch	  	  
	  	  	  [Derbenev	  &	  Shiltsev	  1996,	  SLAC-‐Pub	  7181]	  

	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

• 	  	  	  Excellent	  agreement	  between	  analyPc	  and	  computed	  soluPons	  provides	  a	  
	  	  	  	  proof	  of	  concept	  for	  the	  new	  code	  

N=512000	  
Nx=Ny=64	  
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Large	  Cancella3on	  in	  the	  Lorentz	  Force	  
• 	  	  TradiPonally	  difficult	  to	  track	  large	  quanPPes	  which	  mostly	  cancel	  out:	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
• 	  	  	  High	  accuracy	  of	  the	  implementaPon	  able	  to	  track	  accurately	  these	  
	  	  	  	  cancellaPons	  over	  5	  orders	  of	  magnitude	  	  	  

4×107	   6×102	  

N=128000	  
Nx=Ny=32	  

Effec3ve	  Longitudinal	  Force:	  

    ϕ  
−	  βs	  	  	  	  	  	  	  	  Αs	  

∂s
∂s
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Efforts	  Currently	  Underway	  

l  Compare	  to	  2D	  semi-‐analyPcal	  results	  (chirped	  bunch)	  
[Li	  2008,	  PR	  STAB	  11,	  024401]	  

	  

l  Compare	  to	  other	  2D	  codes	  (for	  instance	  Bassi	  et	  al.	  2009)	  
	  
l  Simulate	  a	  test	  chicane	  
	  

l  Further	  Afield:	  
l  Various	  boundary	  condiPons	  
l  Shielding	  
l  Use	  wavelets	  to	  remove	  numerical	  noise	  (increase	  efficiency	  and	  

accuracy)	  
l  Explore	  the	  need	  and	  feasibility	  of	  generalizing	  the	  code	  from	  2D	  to	  3D	  
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Summary	  
l  Presented	  the	  new	  2D	  PIC	  code:	  

l  Resolves	  tradiPonal	  computaPonal	  difficulPes	  by	  opPmizing	  our	  algorithm	  
on	  a	  GPU	  pla_orm	  

l  Proof	  of	  concept:	  excellent	  agreement	  with	  analyPcal	  1D	  results	  
	  

l  Outlined	  outstanding	  issues	  that	  will	  soon	  be	  implemented	  
	  

l  Closing	  in	  on	  our	  goal	  	  
l  Accurate	  and	  efficient	  code	  which	  faithfully	  simulates	  CSR	  effects	  
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Importance	  of	  Numerical	  Noise	  
• 	  	  Signal-‐to-‐noise	  raPo	  in	  PIC	  simulaPons	  scales	  as	  Nppc

1/2	  	  
	  	  	  	  [Terzić,	  Pogorelov	  &	  Bohn	  2007,	  PR	  STAB	  10,	  034021]	  	  

• 	  	  Then	  the	  numerical	  noise	  scales	  as	  Nppc
-‐1/2

	  (Nppc:	  avg.	  #	  of	  parPcles	  per	  cell)	  

May 4, 2015 CSR Simulations on Multicore Platforms 18

128	  x	  128	  grid	  

Less	  numerical	  noise	  =	  more	  accurate	  and	  faster	  simula3ons	  
[Terzić,	  Pogorelov	  &	  Bohn	  2007,	  PR	  STAB	  10,	  034021;	  Terzić	  &	  Bassi	  2011,	  PR	  STAB	  14,	  070701]	  	  

Execu3on	  3me	  for	  integral	  
evalua3on	  also	  scales	  as	  Nppc

-‐1/2	  



l  When	  the	  signal	  is	  known,	  one	  can	  	  
compute	  Signal-‐to-‐Noise	  Ra2o	  (SNR):	  
	  
	  
	  	  	  	  Nppc:	  avg.	  #	  of	  parPcles	  per	  cell	  	  	  	  Nppc	  =	  N/Ncells	  
	  
2D	  superimposed	  Gaussians	  on	  256×256	  grid	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

	  
Wavelet	  denoising	  yields	  a	  representaPon	  which	  is:	  

-‐	  	  Appreciably	  more	  accurate	  than	  non-‐denoised	  representaPon	  
-‐	  	  Sparse	  (if	  clever,	  we	  can	  translate	  this	  sparsity	  into	  computaPonal	  efficiency)	  	  

Wavelet	  Denoising	  and	  Compression	  

COMPACT:  only 0.12% of coeffs 

ANALYTICAL Nppc=3   SNR=2.02 Nppc=205  SNR=16.89 

WAVELET THRESHOLDING            DENOISED 

COMPACT:  only 0.12% of coeffs 

SNR =
qi
2

i=1

Ngrid

∑

qi − qi( )2
i=1

Ngrid

∑

qi exact
qi grid

SNR = Nppc

Nppc=3  SNR=16.83 
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Performance	  Comparison:	  GPU	  Vs.	  Hybrid	  CPU/GPU	  

l  Comparison:	  1	  CPU	  vs.	  1	  GPU;	  	  8	  CPUs	  vs.	  4	  GPUs	  (one	  compute	  node)	  
l  Hybrid	  CPU/GPU	  implementaPon	  marginally	  be[er	  than	  GPUs	  alone	  
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Breakdown	  of	  Computa3ons	  
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New	  Code:	  Computa3on	  of	  CSR	  Effects	  	  

3	  coordinate	  frames	  	  
for	  easier	  computa3on	  

Compu3ng	  retarded	  poten3als:	  
Major	  computa3onal	  bodleneck	  
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New	  Code:	  Par3cle-‐In-‐Cell	  

• 	  	  	  Grid	  resoluPon	  is	  specified	  a	  priori	  (fixed	  grid)	  	  
• 	  	  NX	  :	  #	  of	  gridpoints	  in	  X	  
• 	  	  NY	  :	  #	  of	  gridpoints	  in	  Y	  
• 	  	  Ngrid=NX	  ×	  NY	  total	  gridpts	  
• 	  	  Grid:	  
	  	  
• 	  	  InclinaPon	  angle	  α	  
• 	  	  Point-‐parPcles	  deposited	  on	  
	  	  	  the	  grid	  via	  deposiPon	  scheme	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

• 	  	  Grid	  is	  determined	  so	  as	  to	  Pghtly	  envelope	  all	  parPcles	  
	  	  	  Minimizing	  number	  of	  empty	  cells	  	  ⇒	  	  opPmizing	  spaPal	  resoluPon	  

Xij,Yij!" #$ j=1,Ny

i=1,Nx
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New	  Code:	  Frames	  of	  Reference	  	  

• 	  	  Choosing	  a	  correct	  coordinate	  system	  is	  of	  crucial	  importance	  
• 	  	  To	  simplify	  calculaPons	  use	  3	  frames	  of	  reference:	  
	  

•  Frenet	  frame	  (s,	  x)	  
	  s	  –	  along	  design	  orbit	  
	  x	  –	  deviaPon	  normal	  to	  
	  	  	  	  	  	  	  direcPon	  of	  moPon	  
	  	  	  -‐	  	  ParPcle	  push	  
	  

•  Lab	  frame	  (X,	  Y)	  
	  -‐	  	  IntegraPon	  range	  
	  	  	  -‐	  	  IntegraPon	  of	  retarded	  	  
	  	  	  	  	  	  potenPals	  

	  

•  Grid	  frame	  (X~,Y~)	  
Scaled	  &	  rotated	  lab	  frame	  
always	  [-‐0.5,0.5]	  ×	  [-‐0.5,0.5]	  
	  	  -‐	  	  ParPcle	  deposiPon	  
	  	  -‐	  	  Grid	  interpolaPon	  
	  	  -‐	  	  History	  of	  the	  beam	  
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Semi-‐Analy3c	  2D	  Results:	  1D	  Model	  Breaks	  Down	  
• 	  	  Analytic	  steady	  state	  solution	  is	  justified	  for	  	  
	  	  	  	  [Derbenev	  &	  Shiltsev	  1996]	  
• 	  	  Li,	  Legg,	  Terzić,	  Bisognano	  &	  Bosch	  2011:	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

	  

κ =
σ x

Rσ z
2( )
1/3 <<1

1D	  &	  2D	  disagree	  in:	  
	  	  	  	  Magnitude	  of	  CSR	  force	  
	  	  	  	  	  Location	  of	  maximum	  force	  
	  
	  

Model	  bunch	  compressor	  (chicane)	  
	  	  	  	  E	  =	  70	  MeV	  
	  	  	  	  	  σz0=	  0.5	  mm	  
	  	  	  	  	  u	  =	  -‐10.56	  m-‐1	  energy	  chirp	  
	  

Lb	  =	  0.3	  m	  
LB	  =	  0.6	  m	  
Ld	  =	  0.4	  m	  

⇒	  	  1D	  CSR	  model	  is	  inadequate	  
	  
	  
Preliminary	  simulations	  show	  
good	  agreement	  between	  2D	  	  
semi-‐analytic	  results	  and	  results	  
obtained	  with	  our	  code	  	  
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l  Orthogonal	  basis	  of	  funcPons	  composed	  of	  scaled	  and	  translated	  versions	  of	  
the	  same	  localized	  mother	  wavelet	  ψ(x)	  and	  the	  scaling	  func2on	  ϕ(x):	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

l  Each	  new	  resoluPon	  level	  k	  is	  orthogonal	  to	  the	  previous	  levels	  

l  Compact	  support:	  finite	  domain	  over	  which	  nonzero	  	  

l  In	  order	  to	  a[ain	  orthogonality	  of	  different	  scales,	  
their	  shapes	  are	  strange	  
	  -‐	  Suitable	  to	  represent	  irregularly	  shaped	  funcPons	  

l  For	  discrete	  signals	  (gridded	  quanPPes),	  fast	  	  
Discrete	  Wavelet	  Transform	  (DFT)	  is	  an	  O(MN)	  	  
operaPon,	  M	  size	  of	  the	  wavelet	  filter,	  N	  signal	  size	  

Wavelets	  

Daubachies	  4th	  order	  wavelet	  

ψi
k (x) = 2k/2ψ(2k x − i), k, i ∈ Z

f (x) = s0
0φ0

0 (x)+ di
k

i
∑

k
∑ ψi

k (x),
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l  Wavelet	  basis	  funcPons	  have	  compact	  support	  ⇒	  	  signal	  localized	  in	  space	  
Wavelet	  basis	  funcPons	  have	  increasing	  resoluPon	  levels	  	  
	   	   	   	   	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  ⇒	  	  signal	  localized	  in	  frequency	  	  
	  ⇒	  Simultaneous	  localiza2on	  in	  space	  and	  frequency	  (FFT	  only	  frequency)	  

l  Wavelet	  basis	  funcPons	  correlate	  well	  with	  various	  signal	  types	  	  
(including	  signals	  with	  singulariPes,	  cusps	  and	  other	  irregulariPes)	  	  
	  ⇒	  Compact	  and	  accurate	  representa2on	  of	  data	  (compression)	  

l  Wavelet	  transform	  preserves	  hierarchy	  of	  scales	  

l  In	  wavelet	  space,	  discrePzed	  operators	  (Laplacian)	  are	  also	  sparse	  and	  have	  an	  
efficient	  precondiPoner	  	  ⇒	  	  Solving	  some	  PDEs	  is	  faster	  and	  more	  accurate	  	  

l  Provide	  a	  natural	  sexng	  for	  numerical	  noise	  removal	  	  ⇒	  	  Wavelet	  denoising	  
Wavelet	  thresholding:	  	  	  If	  |wij|<T,	  	  set	  wij=0.	  
	  

	  [Terzić,	  Pogorelov	  &	  Bohn	  2007,	  PR	  STAB	  10,	  034201]	  
	  [Terzić	  &	  Bassi	  2011,	  PR	  STAB	  14,	  070701]	  

	  

Advantages	  of	  Wavelet	  Formula3on	  
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Wavelet	  Compression	  

[From	  Terzić	  &	  Bassi	  2011,	  PR	  STAB	  14,	  070701]	  
	  

Modulated	  flat-‐top	  parPcle	  distribuPon	  
FracPon	  of	  non-‐zero	  coefficients	  

retained	  a|er	  wavelet	  thresholding	  

1%	  

0.1%	  
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CSR:	  Point-‐to-‐Point	  Approach	  
•   Point-‐to-‐Point	  approach	  (2D):	  	  [Li	  1998]	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

• 	  	  Charge	  density	  is	  sampled	  with	  N	  Gaussian-‐shaped	  2D	  macroparticles	  
	  	  	  (2D	  distribution	  without	  vertical	  spread)	  
	  
• 	  	  Each	  macroparticle	  interacts	  with	  each	  macroparticle	  throughout	  history	  
	  
• 	  	  Expensive:	  computation	  of	  retarded	  potentials	  and	  self	  fields	  ~	  O(N2)	  
	  	  	   	   	   	  	  	  ⇒	  	  small	  number	  N	  	  	  ⇒	  	  	  poor	  spatial	  resolution	  

	   	   	  	  	   	  	  	  ⇒	  	  difficult	  to	  see	  small-‐scale	  structure	  
	  
• 	  	  While	  useful	  in	  obtaining	  low-‐order	  moments	  of	  the	  beam,	  	  
	  	  	  	  Point-‐to-‐Point	  approach	  is	  not	  optimal	  for	  studying	  CSR	  	  	  

DF	  

Charge	  density	  

Current	  density	  

Gaussian	  macroparticle	  

f (r, v, t) = q nm (
r − r0

(i) (t))
i=1

N

∑ δ(v − v0
(i) (t))

ρ(r, t) = q nm (
r − r0

(i) (t))
i=1

N

∑

J (r, t) = q


β0
(i) (t) nm (

r − r0
(i) (t))

i=1

N

∑

nm (
r − r0

(i) (t)) = 1
2πσ m

2 exp −
(x − x0 (t))

2 + (y− y0 (t))
2

2σ m
2

#

$
%

&

'
(
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CSR:	  Par3cle-‐In-‐Cell	  Approach	  
•   	  Par3cle-‐In-‐Cell	  approach	  with	  retarded	  poten3als	  (2D):	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

• 	  	  Charge	  and	  current	  densiPes	  are	  sampled	  with	  N	  point-‐charges	  (δ-‐funcPons)	  
	  	  	  	  and	  deposited	  on	  a	  finite	  grid	  	  	  	  	  	  	  using	  a	  deposiPon	  scheme	  	  	  

• 	  	  Two	  main	  deposiPon	  schemes	  
	  	  	  	  -‐	  	  Nearest	  Grid	  Point	  (NGP)	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  (constant:	  deposits	  to	  1D	  points)	  
	  	  	  	  -‐	  	  Cloud-‐In-‐Cell	  (CIC)	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  (linear:	  deposits	  to	  2D	  points)	  
	  	  	  	  	  There	  exist	  higher-‐order	  schemes	  
	  
	  

• 	  	  ParPcles	  do	  not	  directly	  interact	  with	  each	  other,	  	  
	  	  	  	  but	  only	  through	  a	  mean-‐field	  of	  the	  gridded	  representaPon	  

p( X⃗ )x⃗ k⃗

NGP	  

CIC	  

p(x)	  

•	  –	  	  gridpoint	  location	  
x	  	  –	  	  macroparticle	  location	  

DF	  (Klimontovich)	  

Charge	  density	  

Current	  density	  

f (r, v, t) = q δ(r − r0
(i) (t))

i=1

N

∑ δ(v − v0
(i) (t))

ρ(x k , t) = q δ(x k −
x0
(i) (t)+


X)

−h

h

∫
i=1

N

∑ p(

X) d

X


J (x k , t) = q


β0
(i) (t) δ(x k −

x0
(i) (t)+


X)

−h

h

∫
i=1

N

∑ p(

X) d

X

May 4, 2015 CSR Simulations on Multicore Platforms 30



CSR:	  P2P	  Vs.	  PIC	  

• 	  	  ComputaPonal	  cost	  for	  P2P:	  	  	  Total	  cost	  ~	  O(N2)	  	  
•  	  IntegraPon	  over	  history	  (yields	  self-‐forces):	  	  O(N2)	  operaPon	  

	  

• 	  	  ComputaPonal	  cost	  for	  PIC:	  	  	  Total	  cost	  ~	  O(Ngrid
2)	  	  

•  	  ParPcle	  deposiPon	  (yields	  gridded	  charge	  &	  current	  densiPes):	  O(N)	  operaPon	  
•  	  IntegraPon	  over	  history	  (yields	  retarded	  potenPals):	  O(Ngrid

2)	  operaPon	  
•  	  Finite	  difference	  (yields	  self-‐forces	  on	  the	  grid):	  O(Ngrid)	  operaPon	  
•  	  InterpolaPon	  (yields	  self-‐forces	  acPng	  on	  each	  of	  N	  parPcles):	  O(N)	  operaPon	  
•  	  Overall	  ~	  O(Ngrid

2)+O(N)	  operaPons	  
•  But	  in	  realisPc	  simulaPons:	  	  Ngrid

2>>	  N,	  so	  the	  total	  cost	  is	  ~	  O(Ngrid
2)	  

•  	  Favorable	  scaling	  allows	  for	  larger	  N,	  and	  reasonable	  grid	  resoluPon	  
	   	   	  ⇒	  	  Improved	  spaPal	  resoluPon	  

	  

• 	  	  Fair	  comparison:	  	  P2P	  with	  N	  macroparPcles	  and	  PIC	  with	  Ngrid=N	  
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CSR:	  P2P	  Vs.	  PIC	  	  

•   Difference	  in	  spaPal	  resoluPon:	  An	  illustraPve	  example	  	  	  
•  AnalyPcal	  distribuPon	  sampled	  with	  	  

•  N	  =	  NXNY	  	  macroparPcles	  (as	  in	  P2P)	  
•  On	  a	  Nx×NY	  	  grid	  (as	  in	  PIC)	  	  	  	  

•  	  	  2D	  grid:	  	  NX=NY=32	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

• 	  	  PIC	  approach	  provides	  superior	  spaPal	  resoluPon	  to	  P2P	  approach	  
• 	  	  This	  moPvates	  us	  to	  use	  a	  PIC	  code	  
	  

EXACT	   P2P	  	  N=322	  	  SNR=2.53	   PIC	  	  N=50x322	  	  SNR=13.89	  Signal-‐to-‐Noise	  RaPo	  

SNR =
qi
2

i=1

Ngrid

∑

qi − qi( )2
i=1

Ngrid

∑

qi exact
qi grid
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Integrate	  over	  particle	  histories	  
to	  compute	  retarded	  potentials	  	  

and	  corresponding	  forces	  
on	  each	  macroparticle	  

system	  at	  t=tk+∆t	  

Advance	  particles	  by	  ∆t	  

N	  macroparticles	  
at	  t<tk	  

N	  macroparticles	  
at	  t=tk	  

Outline	  of	  the	  P2P	  Algorithm	  	  
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